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Uber die Berechnung von Frandk-Condon-Integralen
Von S. Koipe

Aus dem Institut fiir Physik, Fakultit der allgemeinen Bildung Universitdt Tokio, Japan
(Z. Naturforschg. 15 a, 123—128 [1960] ; eingegangen am 11. Dezember 1959)

A new method of approach is proposed for the problem of electronic transitions accompanied by
the excitation of molecular or crystal vibrations. The Hamiltonian of the normal vibrations is ex-
pressed in terms of the so-called creation and annihilation operators, and the change in the equili-
brium nuclear distances and vibrational frequencies are represented by transformations which are
also expressed in terms of these operators. Calculations are made for some typical cases.

Bei einem optischen Ubergang von Elektronen im
Molekiil werden die Ruhelagen und die Frequenzen
der Molekiiloszillatoren im allgemeinen verschoben.
Daher werden auch Kernschwingungen dieses Mole-
kiils angeregt. Bekanntlich wird die Anregung dieser
Kernschwingungen theoretisch durch Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten beschrieben, die die sogenann-
ten Franck—Coxpon-Integrale enthalten:

(0,0;5m|q | Ag, s n) . (1)

Darin bezeichnet 0 bzw. 4q die Ruhelagen der Nor-
malschwingung in den beiden Elektronenzustinden,
d. h. 4q stellt die Verschiebung der Koordinate beim
Ubergang dar.

Die auftretenden Integraltypen sind neuerdings
von WaeNER berechnet worden!. Bei der Berech-
nung hat er die Eigenschaften der Oszillatorfunktio-
nen auf geschickte Weise benutzt. In der vorliegen-
den Arbeit wird nun eine neue Methode entwickelt,
die von den Eigenschaften des Emissions- bzw. Ab-
sorptionsoperators ausgeht.

§ 1. Verschiebung der Ruhelage

Bekanntlich kann man den Hamirronschen Opera-
tor eines harmonischen Oszillators

H=3%(p*+w?¢ (2)
in der folgenden Form darstellen:
H=how(a*a+}), (3)

worin a* bzw. a den sog. Emissions- bzw. Absorp-
tionsoperator bezeichnet. Die beiden Operatoren

sind definiert durch:

p=—il/f"2—“-)(a*—a), q= Vz—i)(a*—i-a). (4)

und geniigen der bekannten Vertauschungsrelation:

[a,a*]=1. (5)

Bezeichnen wir mit f(a*, a) eine beliebige Funktion
der Operatoren ¢* und a, so konnen wir mit Hilfe
der V.R. (5) die folgenden Transformationen leicht
beweisen:

e f(a*, a) = f(a*,aF a) e***",

e™*% fa",n) =f(a" Lo, a) e¥**,

(6a)

also
f(e*+a,a+a) =e2%e 2% f(a*,a) e*® e 2%. (6Db)
Darin kann man die folgende unitire Transforma-
tion U einfiihren *:
U=e ¢ 20" gaa [J~1_g a2 paa g=aa_ (74)
d.h. f(e*+a,a+a)=Uf(a*,a) UL (7b)
Wendet man diese Transformation auf die Eigen-

funktionen an, so bekommt man die des entsprechen-
den Oszillators mit verschobener Ruhelage:

U|0,w;n)=]dq,u);n), (8)

Ag= VZ:"a 9)

Mit Hilfe der Transformation U kann man die
Franck—Conpoxn-Integrale fiir w =w” in der folgen-
den Form schreiben:

worin

(0,05n|q"|4g,05m) = (0,w;n| g U |0, w;m)

oder einfacher = (nl gU|m). (10)
Wir entwickeln die Transformationsfunktionen und
beniitzen die bekannten Eigenschaften der Operato-
ren a* bzw. a:

a|n)=Vn|n-1), a*|n)=Vn+1|n+1). (11)

! M. WacnEr, Z. Naturforschg. 14 a, 81 [1959].

* Mit Hilfe der Relationen e—2@*ead=(e—aaegaa*)—1,
e~aa* gad = ea* e2a e—aa* und (n|e—2a* eat|m) =
(m|e—aa eaa*|n) gelangen wir leicht zu der Unitaritit
des Operators U .
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Damit berechnen wir das Integral (10) fiir n = m, » =0 in folgender Weise:

(nlU]m) —e @2 i <n]e—““'—g:— Vm(m—1)...(m—2+1) lm—}.> (12)

‘“’/ZZZ al _;a)"]/m(m 1)...m—i+ D) V(m—24+2)...(m—i+u) (nlm—A+u).

Wegen der Orthogonalitit der Eigenfunktionen bleiben nur die Terme mit n=m — 4+ g iibrig. So hat man

(—1)n—m+1

m
_ a2 n!m! 2i+n—m
(n|U[m)=e ;%m—nzmm—m+m!a
—eme T (—a)n mz( g PG (13)

Die letzte Summe ist nach Definition gerade ein Lacuerresches Polynom. Mithin kénnen wir schlieBlich
schreiben:

(n|U|m)=e#®(—a)rm Vl L™ (@) (fir n=m). (14)

Im Fall n < m lassen wir die Summation iiber u statt die iiber 4 iibrig. Dann haben wir

(n|Ulm)=e=2(—a)m |/ Lr~" (@) (fir n<m). (15)

Mit Riicksicht auf (6 a) kann man die folgende Relation leicht herleiten:
Uad*a=(a"+a)(a+a) U=[a"a+a(a*+a)+a?] U,
also a(a*+a) U=Ua*a—a*"aU—-22U. (16)

Damit verifiziert man, daf3

(n|qU|m)= ]/i(n](a*-}-a)U‘m
=—|/ {(n|Ua*a|m)—(n|la*aU|m)— (n|U|m) o}

=U(m n—a?)(n|U|m), (17)

oder (0,w;n|q[Aq,w;m)=ﬁ[m—n——(A ) ](0.w;n}Aq,w;m>. (18)
q

§ 2. Verschiebung der Frequenz

Die Frequenzverschiebung eines Oszillators entsteht aus der Veranderung des Potentials. Daher darf man
die Hamictonschen Funktionen des Oszillators vor und nach dem Elektroneniibergang in den folgenden
Formen schreiben:

Hiw) =hw(a*a+}) bow. H (@) =hoa*a+h) —y(e*+a) (19)
Nun beachten wir die Beziehungen
a*ed® =e1%(g* —2A4a), ae B™=eB"™(g—2Bad"). (20)
Daraus folgt a*ae B el — e B pda®  (g* _2 4a) (a+4ABa—-2Ba"),
also e 4a gBa* g* g omBa pda® _g* (1 1 84AB) —2A(1+4AB)a®>—2Ba*?+44B.
Definiert man 4 bzw. B durch A= BB p— 2o ; (21)

2(w+w)’ 8w w
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dann ist e ATBaY ¥ o p—Ba pAdat _ _ﬁ,a* a— M (a*+a)2+ @D —f" .
w 4doww 2
Im Vergleich mit (19) erhalt man fir eine beliebige Funktion f
e 4@ eBaisf[H(wl)] e—Ba™ eAa?=f[H'(w)] FALE y = h_(ai_—w’)_ (22)
w
Setzen wir Ve 4@ eBa™  also Vl=e Ba¥eda*, (23)

so folgt aus (22), dal3 V‘O,w; n) die unnormierte Eigenfunktion des Operators H' (w) mit dem Eigen-
wert A @’ (n+3) bezeichnet. Man kann also schreiben:

V|0,w3n)=C,|0,w;n), (0,w;n |V 1=C," (0,0 ;n]|,
oder UV|0,w;n)=C,|4q,0";n), (0,w;n|VIU=C, Y (dq,w";n]|.
Dann ergibt sich <O,w;n]Aq,w;m)=C,Z_’(n|UV;m),
(4g, 0" ;m|0,w;n) =Cp(m|V1U|n), (24)
mithin [(4¢g, 0" ;m|0,w;n)|2=(n UV |m)(m|V1U1|n). (25)

Wir behandeln zunachst den einfachsten Fall, dal n =0 ist. Dann wird
(m] y-ipy-1 I 0) =2 <m l e Ba* gda® gaa* p—aa [ 0)

—a¥2 —Ba** ed a? eaa* I 0) .

=e (m|e

Mit Hilfe dieser Entwicklung fithren wir die Berechnung fiir ® > o’ in folgender Weise durch:
[m2] =

(m|e™B0" 49 e29*|0) = Z Z . b B')(':nam2:;4'_21 Vm! ([m/2]: die groBte ganze Zahl < m/2)
n=0 i=0
[m/2] [m/2]
— 1| 4 pAat (—Bla?)u :71,7 m oA a® 23>m/2 . ( ) _ < [mi2=p]
—VYm!ame Z T = T e (a_ “;)1 3:5...(2u—1) (—1)« )
= €T (2B Hy(a]V2B) (26)

wo H,,(x) das Hermitesche Polynom m-ter Ordnung bedeutet.
In gleicher Weise kénnen wir den anderen Faktor (0| U ¥ |m) auf die folgende Form bringen:

<0|UV’m>=e~12/2(Ole—za*eaae—AaSeBa"|m)=e—12/2<0Je+aae—Aa’ eBa* m) (27)
o [m[2+4+ u] > o0 .
a2 gnteu—2(—M)ABr (mA24)! e A2 m2\" (24 B)u . >

L L Tamrea—zdi yar = var CAMZ S Hmaalv24).
Mit Hilfe der Formel Hy(@) = 3 / (@+it)ke ™2 dt (28)
konnen wir die Summation iiber x durchfiithren:

Vm! ]/2 1/2/1 ]/ A

Setzen wir nun 1=V (1+44B)t— %_ /ﬁt_“LABVZB

und verwenden die Tatsache, daf} fiir die vorgenannte Funktion f( L) de= /( ..) de
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gilt, dann erhalten wir das gesuchte Resultat:

e a2 m+1

(O|UV|m)= 777(2A)’”/’(1+4AB) e H, (a/V2B) . (29)

Mit Riicksicht auf (21) und (26) folgt daraus
{0, w;0|4q, " ;s m)|2= (0| UV |m)(m|V-1U1|0)
= 2% 2Voufo—w iR o0 12,
T om! wto <w+w'> exp[w-f- }{HM( ) (30a)
wo EeViww (@) |

Fir w <o kénnen wir die Berechnung in ganz entsprechender Weise durchfiihren, und wir gelangen in
diesem Fall zu

i O] de s g2 €2 21/@7(«0—(0')’” w—a } 2
‘(‘O R B gy sy m! w+ow \wot+o exp w—%—c) Hy (s a)[ (30b)
wo f=iViwo[(0?—w?).

Um die Integrale fiir den allgemeinen Fall zu berechnen, ist es zweckméBig, die entwickelten Ausdriicke
mit (26) bzw. (27) zu vergleichen. Dann sieht man leicht, daf}

(m|e2V-1U1|n) = Vt,fs"(myez’/ﬂr/—lu—ww, (31a)

(nle"’gUV|m)=71r17$"(n[e”’2Uij), (32b)

worin ©” den folgenden Operator bedeutet D = z ( >( — )R < aaa >k. (33)
r=0

So gelangen wir schlieBllich zum Resultat:

(0,03 0| dg, s m) |2 = S 2V0 0 (OO | gy exp [0 22, (a 8)|

(34)

n!lm! w+ow \ot+w’ w+w

wo e { Vio o' [(w2—w?) fir o>
T iVAw o (02— 0?) fir o <o

§ 3. Absorptionskurve

Wenn die Gitterschwingungen beim Elektroneniibergang zwischen unentarteten Zustinden angeregt wer-
den, wird das Absorptionsverhiltnis, dargestellt als Funktion der Frequenz v, in der folgenden Form ge-
schrieben:

F(») alpa(v) = Dle FEan

n, m

(bm|M|an)|20(Epy—Epy—hv)| e #Eu, (35)

Darin bezeichnet n bzw. m den Satz der Quantenzahlen der Gitterschwingungen in den beiden Elektronen-
zustanden. Fiihren wir die Fourier-Transformierte der Funktion I;,(») ein:

Lg(v) =k~ [e 2= Ly (d) de, (36)

dann sieht man, daB die Funktion /4,(¢) durch folgenden Ausdruck gegeben ist 2:
Tya(2) = e Eot/™ Spur[e=# Ha Mpgei Ho th My, e~iHatih] [Spur[e~FHa] | (37)

2 M. Lax, J. Chem. Phys. 20, 1752 [1952].
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worin H, bzw. H; die Hamirtonsche Funktion der Gitterschwingungen in den beiden Elektronenzustianden
bezeichnet, und zur Abkiirzung Eg=Ey— E9, f=1/kT gesetat ist. Dieser Ausdruck ist bereits von ver-
schiedenen Autoren in bezug auf optische Uberginge an Kristallstorstellen behandelt worden 273, Wir wol-
len hier unsere Methode auf dasselbe Problem anwenden.

Wir beschrinken uns jedoch auf den Fall, da nur eine Verschiebung der Ruhelagen auftritt (d. h. w; = w;’
fiir alle Normalschwingungen), und daB8 der Operator M von den Normalkoordinaten ¢; unabhingig ist
(Conponsche Niaherung). Sodann wird

H,= Zh w; a,-* a;, H,= Zh w]-(aj*—i-a,-) (aj—l-a]-) , mit ]/ 21 Aq] (38a,b)
J ]

und Ipa(2) = |Mba|2eiE“thGj(t)a (39)
7

worin wir zur Abkiirzung gesetzt haben:
G,- (” =g (t) /Spur,— [ewﬂ Ha] = Spur]- [e—ﬂ hwja;*a; ei(aj*—%-aj) (aj+aj) w; t e—i ai* aj wj t] /Spur]- [e—ﬂ hwj;a* a]-] . (40)

Den Nenner konnen wir sogleich angeben
Spury[ePle] = Y e PRoR 1 [(]-g FPw (41)

n=0
Wir kommen nun zur Berechnung der Funktion g(¢), die gemédfl (6 b) durch
g(t) — Ze—(ﬂhw+iwt)n <n l e2l p—aa* eia'awt edd* g—aa | n) (42)
n=0

gegeben wird. Wir entwickeln die Transformationsfunktionen in dhnlicher Weise wie in § 1; dann erhal-
ten wir:

+1 5
<ngeaae—1a* eia*awt et e —aa i {zﬁ py a2(p+l)(._.])p+m (’H‘P)' in—l+m)wt
' p=0i:'0m:0 I'm!p! (p+1l—m)! (n—l)'
g C +1
ZZ (n+p)! 2PFTD(=1)P in— Dot(]_eiwtyptl,

Sz Lpl=D! (p+D!

Il

o

Mir Hilfe der Formeln = / gk d, ;_1, . # / £ g e, (43)
C

kann man die Faktoren (n+p)! und 1/(p+1)! in Potenz-Formen umschreiben. Infolgedessen werden die
Summationen iber [ und p ausfithrbar:

i —2( _ - T [ iwt @ (1 _ Liwty |® _ T 201 _ ot
=L [der(-9" /dte n!{e +% (1 )} exp[ Tot(1-e )}.
c
Multipliziert man ferner mit dem Faktor e~ (#%+it)n ynd fijhrt die Summation iiber n durch, dann folgt
g(t) = z%fdze—z(—z)_l fdr e’ exp[r e—ﬂ"“’{l—f—lz—(e'i‘“‘—l) —%aQ(l—ei“’t)}J.
7 z
¢ 0

Die Integrationen tiber z bzw. 7 sind ausfithrbar sukzessiv nach dieser Ordnung. So bekommen wir schlieB-
lich
G(t)=exp[—a2(2n+1)] exp[a2{Ae i®t4+ (A+1) ei®t}]
—exp[a®{isinwt— (272+1) (1 —cosw?)}], (44)

3 K. Huxe u. A. Ravs, Proc. Roy. Soc., Lond. A 204, 413 ¢ R.C. O’Rourkg, Phys. Rev. 91, 265 [1953].
[1951]. 5 R.Kuso u. Y. Tovozawa, Progr. Theor. Phys. 13, 160 [1955].
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wo fi=Spur[a® a e AP 2" 6] [Spur[e Fhwa*e] —g=FRw/(] ¢ Fhu) (45)

Um die Absorptionskurve zu zeichnen, ist es zweckmiflig, das Resultat nach Potenzen von e™“! zu ent-
wickeln. Mit Hilfe der Besser-Funktionen einer imagindren Variablen erhilt man 3

6 =expl-2@a+D1Y (ZEf* 122 Va@+ ] eiort, (46)
el n
p=—c
Die durch (46) gegebenen Funktionen /;,(») sind in der Arbeit von Huanc und Ruys 3 bzw. von Wacner 1

gezeichnet.
Wir wollen hier nur die anndhernde Gestalt diskutieren. Entwickelt man den Exponenten der Funktion

(44). so erhilt man
C@) ~explitwt—3a>w*>(2a+1) 2] .

Einsetzen dieses Ausdruckes in (39) ergibt dann die Naherungsformeln fiir 7,,(¢) :

Ibq(t) B }-A’Mba l 2 exp[L(EO/h =+ Z sz (J)]') t—% Z 1]'2 U)j2(2 I_lj =+ ].) l'?] . (47)
7 7

Die Fourier-Transformierte dieser Funktion ist eine Gauss-Funktion mit Maximum bei

v =vpnax= (Ep/h) + (2 a? w;/2a):
7

Tpa(¥) ~ exp | — C=jmadl ), (48)
-0 worin 0% = yaﬁ (J)j2(2 ﬁj+1) . (49)
3 T=0% ri
/ “w:Tw
I, DA Offenbar ist die ,,Bandbreite” proportional zu d; sie
,” \\ w'=w ist von der Temperatur tiber 7; abhéngig.
/ \\ X~ g Zum Schluf} wollen wir den Einfluf} der Frequenz-
/ A h o verschiebung auf die Absorptionskurve bei T=0
/’ /_/ \\ \'\\ kurz untersuchen. Wir beschrianken uns auf den ein-
17 B S fachsten Fall, daf} nur eine einzige Normalkoordinate
,/_/-/ \\\ ~ ihre Ruhelage verandert. Der Zustand mit n=0
0 5 LA kann fiir T = 0 der einzige Anfangszustand sein. Ent-
_> wickelt man (30 a) bzw. (30 b) nach e = (v — ) Jw,
Abb. 1. so erhilt man in erster Naherung
I, =1(0,0;0|4q, »"; m)|?
-t ) zi—?e““’{l+%<a2—m7(mg l)>£+...}.
T =0

Im Fall w =" sieht man leicht, daf} das Maximum
bei m ~ o® liegt. Fiir o >w" z. B. geht aus dem
W=w obigen Ausdruck hervor, da} die Frequenzverschie-
bung die Intensitét fiir m <my,y vergrofert und fiir
m > muy,, reduziert. Dieser Effekt fiihrt die Verschie-

-\a}:
\ a‘=10 .
\ (50)
\
\
\
\
\
\
\

Absorptionsintensitat

(

‘\ — 4w
‘\‘ P 4 \'\\_3 bung des Maximums zu kleinerem m herbei. Ferner
\ \\_\ verkleinert die Reduktion der Frequenz die Breite
2/ .//‘\\ i des Absorptionsbandes im MaBstab »” zu @. Im
= Frequenz —=— Fall o <’ muB der Lffekt genau entgegengesetzt
Abb. 2. wirken. Exakte Bilder fiir =10 und ¢=0, 1/4,

—1/3 sind in den Abb. 1 und 2 gezeichnet.



